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1. Introducio.

Neste trabalho foi realizado um estudo numérico para
reproduzir o modelo de Vicsek, utilizado para
descrever o movimento coletivo de individuos em
sistemas bioldgicos e fisicos. Esse modelo pertence ao
campo da matéria ativa, uma drea da fisica
estatistica fora do equilibrio.

O comportamento do sistema foi analisado em
funcio do aumento gradual da perturba¢io, bem
como a evolugdo de sistemas para diferentes raios de
intera¢do, com o objetivo de investigar uma possivel
transi¢do de fase. Além disso, foi ajustada uma lei de
poténcia na regido proxima ao ponto critico,
permitindo obter resultados consistentes com os
valores reportados por T. Vicsek et al. [1].

1.1. Introdugao Tedrica.

A organizagio do mundo natural estd repleta de
padrGes fascinantes. Seja no céu azul das aves, nos
tuneis escuros percorridos por formigas ou nos
Shibuya,

encontramos sistemas compostos por individuos que

cruzamentos movimentados de
consomem energia para locomogao e interagdo. Estas
interagdes ddo origem a comportamentos coletivos e
auto-organizados, frequentemente observados em
diversas espécies de seres vivos. Esse tipo de fenémeno
descreve o conceito de matéria ativa e abre caminho
para o estudo da dindmica de sistemas que operam

fora do equilibrio termodinimico.

1.2. Modelo de Vicsek.

Visando estudar a dindmica de sistemas desse tipo e
inspirado pelo movimento dos estorninhos, em 1955
T. Vicsek propds um modelo de alinhamento entre
particulas.

Nesse modelo, a dire¢dio (ou angulo) de cada
individuo em relagdo a um eixo x no instante seguinte
dd-se pela equagdo:

W 0,(t +1) = (6(), +v(n)

onde (O(t)), corresponde a direcio média das
particulas dentro de uma regido de raio r e v(n) um
valor aleatdrio extraido de uma distribui¢ao uniforme
[—n/2,1m/2 ], sendo n o ruido.
A posi¢do e a direcao média de cada particula sdo
calculadas da seguinte forma:

(2) x(i +1) = x;(t) + v;(t)At

(sin(@(t)))r ]

(3) =
(6(t)), = arctg [(cos(@ (t))>r

E relevante notar que, em seu estudo, Vicsek assumiu
uma velocidade constante e uniforme para cada
individuo, representada por v. Essa simplificagdo ¢
plausivel ao se considerar sistemas em condi¢des de
seguran¢a, como nas migragdes de aves durante o
inverno ou no movimento coordenado de formigas
em dire¢do a um cubo de agucar. Essa constincia na
velocidade das particulas justifica a expectativa de
uma transi¢do de fase cinética no sistema a medida
que o ruido aumenta.

O modelo de Vicsek representa uma abordagem
cldssica para descrever o comportamento coletivo de
particulas autopropulsionadas, sendo um exemplo
emblemadtico de sistemas de matéria ativa.

1.2.1. Algoritmo.

Para implementar tal modelo, utilizou-se o seguinte
algoritmo:

1. Inicializagdo

— Definem-se o nimero N de particulas com rapidez
constante, o ruido do sistema 1, o alcance de interacao
r e o espago bidimensional de lado L. As posi¢oes
Iniciais sao atribuidas aleatoriamente, assim como as
suas diregOes iniciais, que ficam definidas entre 0 e 2.
2. Distdncias e vizinhos.

— A cada passo de tempo, para cada particula calcula-
se a distdncia entre ela e as outras. Em seguida
identifica-se quais estio dentro do seu raio de
interagao 7.

3. Atualizagdo das diregoes e posicoes.

— Para cada vizinho encontrado dentro da regido de
interagdo, incluindo a particula central, calcula-se o
angulo médio utilizando a equagio (3) e adiciona-se
um ruido estocdstico 7, concretizando a equagao (1).

— Em seguida, as novas posi¢oes sio calculadas

através da equacio (2).

4. Iteracao.
— O processo ¢ entao iterado e, a cada ciclo, volta-se a
etapa 2.
1. Encontrar vizinhos 2
2. Calcular dire¢ao média
?
2
3. Ajustar diregdo 44 g
4. Adicionar ruido

Fig. 1 Etapas do algoritmo do modelo de Vicsek.



1.3. Transicdo de fase

Como ja mencionado, espera-se que o aumento do
ruido leve a uma transicdo de fase auto-organizada,
resultando num movimento totalmente aleatério do
sistema. Para quantificar a orientagdo das particulas e
estudar essa mudanca de regime, construiu-se o

seguinte parimetro de ordem [1]:
N

1 v,
(4) y== Z ki
N|{av
i=1
Repare que y ¢ levado em temos médios da soma dos
vetores unitdrios dos N elementos do sistema. Assim,

se todas as particulas, em média, tiverem a mesma

direcao:
1 vy
U1:U2:"':VN2X:NN? =1

entdo diz-se que o sistema estd totalmente ordenado.
Em caso contrdrio, se, em média, todas as particulas

tiverem dire¢oes distintas entre si:
v_l’iv_2’¢---¢ﬁ’=>|27l

e diz-se que o sistema estd totalmente desordenado ou

-0=>y=0

em movimento aleatdrio.

1.3.1. Lei de Poténcia.

Para investigar o comportamento do sistema nas
proximidades da transicdao entre as fases ordenada e
desordenada, parte-se da premissa, confirmada no
capitulo 3, de que o pardmetro de ordem segue uma
lei de poténcia descrita da seguinte forma:

(5) x) ~ e —mF

onde 1. e B sao o ruido e o expoente critico
(imediatamente antes de acontecer a transigao).

A partir da expressao (5), observa-se que o pardmetro
de ordem diminui progressivamente a medida que o
ruido se aproxima de seu valor critico, conduzindo o
sistema a uma fase de desordem crescente.

1.3.2. Valor Critico.

Em geral, uma transi¢ao de fase estd associada a uma
mudanga abrupta no comportamento do sistema, que
passa de um estado ordenado para um estado
desordenado. No caso especifico do alinhamento de
particulas, essa transicdo ndo ¢ uma excecdo. Para
identificar esse momento, pode-se recorrer a analise
da derivada da fungao y ().

Geometricamente, a derivada representa a
inclinagdo da reta tangente em um ponto especifico
de uma curva. Dessa forma, uma mudanga abrupta no

comportamento do sistema serd refletida por uma

inclinagdo significativamente maior da fungdo nesse
ponto. Tal caracteristica indica que a derivada atinge
um maximo local, permitindo, assim, estimar o valor
critico por meio de:
dx(m) Xi+1—Xi
(6) max =~
an Mg =
1.3.2. Expoente Critico.

Cc

Para determinar o expoente critico, os dados devem
ser tratados de forma a linearizar a expressao (5). Para
isso, tomam-se os valores proximos ao ponto critico
na fase ordenada (n < 7n.). Em seguida, aplica-se uma
transformacio logaritmica, resultando na seguinte

relagao linear:
(7) log(x) = Blog(n., —n) + constante

Ora, uma vez que a equagdo da reta ¢ dada pela
expressaio y = mx + b, por comparagio com a
equagdo (6) conclui-se que:

log(x) = y,log(n. —n) =xef=m
O que permite obter o expoente critico § através de
um ajuste linear.

No trabalho Novel type of phase transition in a
system of self-driven particles (1995) [1], T. Vicsek
et al. apresentaram uma transi¢do de fase para
X~ (e —1n)P com um expoente f = 0.45.

2. Aplicagio Computacional.

2.1. Consideragoes.

Antes de apresentar os resultados obtidos, deve-se
apresentar algumas consideragdes ao modelo de
Vicsek.

2.1.1. Raio de interagao.

Neste estudo, trés pardmetros essenciais foram
analisados detalhadamente no comportamento do
sistema: o numero de particulas, o nivel de ruido
aplicado e o alcance de intera¢do. Concentrando esta
se¢do no ultimo pardmetro, o primeiro passo foi
determinar um valor de raio de interagio que
permitisse uma simulagdao mais fiel a realidade. Para
isso, considerou-se um cendrio em que duas
particulas, inicialmente alinhadas em dire¢oes
opostas (separadas por 180°), foram posicionadas nas
extremidades do dominio. Ao variar o raio de
interagdo entre 1.0 e 1.5, concluiu-se que um raio de
1.4 unidades adimensionais era o valor adequado para
a uma simulagdo ligeiramente mais realista, apesar de
o modelo de Vicsek original nao levar em conta
colisoes entre particulas.
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Fig. 6. r=1.4 e n =0 para trés particulas.

2.1.2. Mudanca abrupta.

Ja foi definido em (1) que o modelo de Vicsek
estabelece que uma particula adote imediatamente a
direcdo média dos individuos situados dentro de seu
raio de interagdao. Contudo, tal abordagem revela-se
problemdtica para particulas cujos angulos diferem
substancialmente.

Para investigar essa limitagdo, posicionaram-se trés
particulas com inclinagdes de 45% 180° e -90° em
relagdo ao eixo x, suficientemente proximas para que

experimentassem o efeito de alinhamento.
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Fig. 7. Step 0: As particulas apresentam trés angulos distintos. Step 2: A
particula n® 1 “ salta” numa mudanca irrealista de alinhamento.

Observe que o modelo obriga a particula ne 1 a
alinhar-se com as outras duas, resultando em uma
mudanga totalmente irrealista para -135° Possiveis
solugdes para esse tipo de limitagio sao discutidas na
conclusio deste trabalho.



3. Simulagio e Resultados.

3.1.  Sintese para a Simulagio.

Para simulagao fez-se o mdximo de iteragdes quanto
permitidas pelo computador, para o médximo de
particulas possiveis. Estes foram os paridmetros
escolhidos para obter os seguintes resultados:

e Nede particulas N = 1000

e Lado do dominio: L = 10

e DPasso de tempo: At = 1.0

e Velocidade de cada particula: v = 0.1

e Steps: 100 e 1000.

Estes valores podem ser ajustados conforme
necessdrio. Recomenda-se, em caso de dificuldades na
execugdo do c6digo, a sua alteragdo. Tal flexibilidade
também permite explorar diferentes cendrios, testar a
robustez do modelo e, como serd visto no subcapitulo
seguinte, observar como o ruido afeta o sistema em
fungdo do ne de passos, como serd visto a seguir.

3.2. Resultados.

Nesta secgdo serdo apresentados todos os resultados
obtidos a partir de um cédigo construido em Python
implementando o modelo de Vicsek, através do
algoritmo apresentado no subcapitulo 1.2.1.

3.2.1. Forga do ruido.

Em primeiro lugar desejou-se verificar o efeito da
“forga” do ruido contra o alinhamento do sistema.
Para isso, representou-se, durante 100 passos, a
evolu¢do do parimetro de ordem na auséncia de
perturbagdes:
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Fig. 8. Evolucdo do sistema na auséncia de ruido. As particulas parecem

alinhar-se com y(t) — (1 - ¢ ), uma vez que ¢ < steps e t > 0.

E importante destacar como a ordem do sistema, na
auséncia de perturbagdo, parece evoluir suavemente
para o alinhamento total através de y(t)~(1 —e~").
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Fig. 10. Evolugao do sistema paran=2.

Tvolugdo do Pardmetro de Ordem

0.8

0.6

044

Pardmerro de Ordem ¥

0.0 T T T T

Steps

Fig. 11. Evolugao do sistema para n = 4.

Por meio de observacio, notase que o sistema
enfrenta maior dificuldade para se organizar quando
os valores de n excedem 4, sugerindo que o valor
critico 7, estd situado préximo a esse limite. Esses
resultados serdo explorados com maior profundidade
no subcapitulo 3.2.3.



3.2.2. Transicao de fase.
Com uma estimativa prévia do valor aproximado de
1¢, procedeu-se ao aumento gradual de 7 permitindo
a construcio da curva y — 1 e a observagio gréfica da
transi¢do de fase cinética esperada. Para uma melhor
visualiza¢do, considerou-se o pardmetro de ordem em
termos médios, ou seja, (x(1)).

Obtida a curva, fez-se uso da equagdo (6) para
determinar o valor de 7. e, aplicando a transformagao
logaritmica (7), retirou-se o valor de 8 para diferentes

raios de interacdo. Nos resultados que se seguem

foram utilizados sempre 1000 passos e 1000
particulas:
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3.2.3. Analise de Resultados.

Na subsec¢do 3.2.1, constatou-se que o sistema nao
conseguia manter a coesdo para valores de ruido
superiores a 4. No capitulo subsequente, essa
observacdo ¢ corroborada, dado que, em todos os
casos analisados, o valor limiar situou-se, em média,
entre 4 e 5. Assim, o modelo de Vicsek, nas condi¢oes
consideradas, aparenta apresentar uma alteracdo de
estado para 1, = 4.4. Em relagdio a dindmica do
sistema, observa-se que inicialmente ocorre uma
organizagdo rdpida devido a elevada quantidade de
particulas, decaindo rapidamente para uma fase de

desordem. Em alguns casos, o sistema parece tentar
recobrar o alinhamento, mas ndo consegue.

E interessante observar os diferentes valores de 1, e
f em fun¢io do raio das particulas. Conforme
ilustrado nas figuras 12 e 13, o estudo inicia-se com
r=0.5, um valor bastante reduzido. No contexto da
simulagdo, formam-se, localmente, pequenos
aglomerados de particulas que se diferenciam entre si,
deslocando-se em dire¢oes e sentidos distintos (figura
22). A mudanga de fase ocorre com uma inclina¢ao
acentuada na curva e apresenta um expoente critico

pouco preciso.
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Fig. 22. Simulacdo parar=0.5¢ N= 1060; 1 aumenta com incrementos de 0.1.

Para r=1.0 o sistema alinha suas particulas
rapidamente, ainda apresentando uma transi¢ao de
fase abrupta (figura 14-15). Devido ao maior raio de
intera¢do que o anterior, formam-se no inicio, grupos
maiores de particulas alinhadas (figura 23). O
expoente critico toma o valor f = 0.46, mas com um
mau ajuste linear.
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Fig. 23. Simulagdo parar=1.0.



Seguidamente, para r=14, valor sugerido no
subcapitulo 2.1.1, mostra um comportamento similar
ao estudado para um raio de uma unidade. O ajuste
linear ¢ melhor e com um valor préximo ao esperado.
Utilizando r = 3.0, obteve-se, por um bom ajuste, um
expoente critico de [ = 0.45, consistente com o
reportado por Vicsek em seu estudo [1](figura 21).
Um raio de interagdo tao elevado resulta em particulas
exibindo comportamento de redemoinho no inicio
da simulacdo (figura 24).

Destaca-se que a transicao de fase tende a suavizar a
medida que o raio aumenta, o que era esperado, uma
vez que as particulas passam a exercer maior
influéncia matua. Essa tendéncia ¢ visivel nas figuras
16, 18 ¢ 20.
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Fig. 23. Simulagéo para r = 3.0.

4. Conclusao.

Neste trabalho buscou-se reproduzir numericamente
o modelo de Vicsek, explorando a dindmica coletiva
de particulas em sistemas bioldgicos e fisicos. Focou-
se, especialmente, na andlise do comportamento do
sistema em fun¢do do aumento da perturbagio, da
variagao do raio de interagdo e na investigagao de uma
transicao de fase, com énfase no ajuste de uma lei de
poténcia para caracterizar a regido critica.

Observou-se que o sistema apresenta uma transi¢ao
de fase cinética ao atingir um ruido critico médio de
aproximadamente 7. = 4.4, com variagOes em fun¢io
do raio de interagao. Além disso, o valor do expoente
critico ajustado para diferentes raios de interagio
mostrou-se compativel com o divulgado no trabalho
original, sendo, em média, § = 0.45.

Apesar de a simulagdo ter atendido aos objetivos

iniciais, algumas limita¢oes foram identificadas, como

a simplificagdo do modelo para interagoes de
particulas com angulos muito distintos, o que levou a
comportamentos pouco realistas em certos cendrios.
Para mitigar esse efeito, sugere-se, por exemplo, a
implementa¢do de uma interpola¢do suavizada nos
angulos das particulas, incluindo restri¢ao de variacao
angular mdxima, o que tornaria a simulagdo mais
realista.

Em suma, o trabalho foi bem-sucedido em
reproduzir o modelo de Vicsek e em demonstrar uma
transicao de fase cinética.
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